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КОСМОЛОГИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ В ТЕОРИИ  
ДРОБНОГО ФУНКЦИОНАЛА ДЕЙСТВИЯ  

 
Аннотация. Рассмотрено получение и исследование динамических уравнений 
для космологических моделей, основанных на эффективных действиях дроб-
ного порядка. Для вывода модифицированных уравнений Фридмана однород-
ных и изотропных космологических моделей из феноменологически постро-
енного дробного действия применяются обобщения уравнений Эйлера-
Пуассона, полученные ранее в теории дробного функционала. Для получения 
точных решений применяются математические анзацы и феноменологические 
законы эволюции космологического члена. Получены динамические уравнения 
и их точные решения в космологической теории дробного функционала дей-
ствия. Рассмотрены космологические модели двух типов: модель дробного пол-
ного действия и модель дробного действия Эйнштейна – Гильберта. Исследова-
ны случаи различных уравнений состояния вещества, заполняющего Вселенную. 
На основе предложенного анзаца для космологического члена получены точные 
решения уравнений динамики моделей. Приведены примеры законов эволюции 
космологического члена, широко обсуждаемых в литературе и имеющих 
наблюдательную основу. Установлена возможность ускоренного расширения 
Вселенной в наших моделях. Полученные результаты демонстрируют новые 
свойства космологических моделей, полученных из дробного действия, по 
сравнению со стандартными моделями, и открывают новые возможности в ис-
следовании феномена Темной энергии. Предполагаемыми областями приме-
нения полученных результатов являются теоретическая космология и астро-
физика.  

Ключевые слова: космологические модели, дробный функционал действия, 
точные решения, ускоренное расширение. 
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COSMOLOGICAL MODELS IN THE THEORY  
OF FRACTIONAL ACTION FUNCTIONAL  

 
Abstract. The objective of the work is to obtain and study the dynamical equations 
for cosmological models based on the effective action of fractional order. In order to 
derive the modified Friedmann equations of the homogeneous and isotropic cosmo-
logical models phenomenologically constructed on the basis of fractional action, the 
author applies generalization of the Euler-Poisson equation obtained previously in 
the theory of fractional functional. To obtain exact solutions the researchers uses 
mathematical ansätzs and phenomenological laws of the cosmological term evolu-
tion. The dynamical equations and their exact solutions in the cosmological theory 
of the fractional action are obtained. The article considers two types of cosmological 
models: the model of fractional total action functional and the fractional model of 
the Einstein – Hilbert action. The study investigates the cases of various equations 
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of state of the matter that fills the universe. On the basis of some ansatzs for the 
cosmological term proposed in this paper, exact solutions to the dynamical equa-
tions of the models are obtained. Some examples of the laws of evolution of the 
cosmological term, widely discussed in the literature, are provided. The author also 
establishes the possibility of accelerated expansion of the universe in his models. 
The results demonstrate the new features of cosmological models derived from the 
fractional action compared to the standard models and open up new possibilities in 
the study of the dark energy phenomenon. The expected fields of application of the 
obtained results are the theoretical cosmology and astrophysics. 
Key words: cosmological models, fractional action functional, exact solutions, ac-
celerated expansion. 

Введение 

В настоящей работе представлены результаты исследования космоло-
гических моделей, построенных автором из функционала действия дробной 
кратности [1, 2], и их модификаций на основе сформулированного в [3] дроб-
ного вариационного принципа для динамических полевых теорий вообще и  
в теории гравитации в частности. В этом подходе интеграл действия [ ]LS q  
для лагранжиана ( , ( ), ( ))L q qτ τ τ  записывается как дробный интеграл [4]:  

 

0

11
[ ] ( , ( ), ( ))( ) ,

( )

t

L i i i
t

S q L q q t dα−= τ τ τ − τ τ
Γ α     (1) 

по существу являющийся при фиксированном t  интегралом Римана – Сти-

лтьеса от L  с интегрирующей функцией ( )tg τ =  [ ( ) ] / (1 )t tα α− − τ Γ + α , об-

ладающей следующим масштабным свойством: ( ) ( ), 0t tg gαμ μτ = μ τ μ >  (см. 

также [5, 6]). 
Целью настоящей работы является построение моделей двух типов на 

основе дробного интеграла действия, записанного для всей системы или 
только для его гравитационной компоненты, и исследование их эволюцион-
ных уравнений. Решение модифицированных уравнений в моделях дробного 
действия представляется важным для анализа поведения моделей в аспекте 
исследования ускоренного космологического расширения. К сожалению, до 
сих пор известно малое число таких решений. Более того, эти решения нахо-
дят исходя из заданных режимов эволюции масштабного фактора [7, 8], хотя 
логичнее исходить из некоторых физически или математически обоснован-
ных предпосылок и уже после этого анализировать характер поведения мас-
штабного фактора. В настоящей работе решения для космологических моде-
лей дробного функционала действия получены как из предположения о ваку-
ум-подобном состоянии материи, так и из определенной зависимости между 
космологическим членом и параметром Хаббла достаточно общего характера, 
частные случаи которой ранее использовались в литературе многими автора-
ми. Также нами исследована возможность ускоренного расширения Вселен-
ной в исследуемых моделях. 

1. Уравнения модели дробного полного интеграла действия 

Следуя определению (1), модифицированное действие в простран-
ственно-плоской метрике Фридмана – Робертсона – Уокера,  
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2 2 2 2( ) ( ) i k
ikds N t dt a t dx dx= − δ , 

где N  – функция шага, представляется в виде следующего дробного инте-
грала для гравитационного поля и материи, заполняющей Вселенную [1, 2]:  

  
2 2 2 3

3 1
2 2 3

0

1 3
( ) ,

( ) 8 3

t

eff m
a a aa a aN a

S N a L t d
G N N N

α α−  Λ= + − − + − τ τ   Γ α π   


  
  (2) 

где (0,1)α∈ , точка над функцией означает производную по времени t , а  

mL  – плотность лагранжиана для материи, характеризуемой плотностью 

энергии ρ  и давлением p . Вариация действия (2) с последующим выбором 

калибровки 1N =  позволяет получить модифицированное уравнение нераз-
рывности,  

  
1

3 ( ) 0,
3

H p
t

−α ρ + + ρ + = 
 

   (3) 

и систему уравнений Эйлера – Пуассона, которой можно придать следующий 
вид модифицированных уравнений Фридмана [2]:  

 2 (1 )
3 3 ,H H

t

−αρ = + − Λ   (4) 

 2
2

(1 ) (1 )(2 )
2 3 2 ,p H H H

t t

−α −α −α= − − − − + Λ   (5) 

где гравитационная постоянная 8 1Gπ = , а ( ) /H t a a=   суть параметр Хаббла. 
Известно, что в стандартной космологии уравнение неразрывности для 

идеальной жидкости, т.е. закон сохранения энергии материи как источника 
гравитации, следует из тождества Бианки для тензора кривизны Римана. Ина-
че говоря, в стандартной космологии, когда 1α = , уравнение неразрывности 
(3) является дифференциальным следствием уравнений (4), (5). Легко убе-
диться, что из этих уравнений в случае 1α ≠  также следует модифицирован-
ное уравнение неразрывности (3), но только если выполняется равенство [1, 2]:  

 2
2

2(4 ) (1 )(2 )
3 .

1

t
H H H

t t

−α −α −α Λ+ − − =
−α

   (6) 

Заметим, что уравнение (6) записано после деления на ненулевой мно-
житель (1 )−α , первоначально возникающий в левой части этого уравнения. 
Поэтому при переходе к стандартной космологии ОТО, т.е. для 1α = , исход-
ное уравнение (6) однозначно приводит к постоянному космологическому 
члену Λ , а уравнения (4), (5) приобретают свою обычную форму уравнений 
Фридмана. 

Уравнение неразрывности (6) точно интегрируется для идеальной жид-
кости с уравнением состояния p w= ρ , что дает  

 0 .
3(1 ) (1 )(1 )w wa t

ρ
ρ = + + −α   (7) 
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Если требование постоянства баротропного индекса w  в уравнении со-
стояния отсутствует, к чему все более вынуждают современные наблюда-
тельные данные и исследования в области теоретической космологии, то  
в качестве определяющей системы динамических уравнений модели удобнее 
взять систему (4)–(6). При этом эффективное уравнение состояния 

/eff eff effw p= ρ , где effp p= − Λ  и effρ = ρ + Λ , согласно выражениям (4) и 

(5) может быть приведено к виду 

 

(1 )(2 )1
2 2( ) 22 2( )

1 .
13 1
( )

H
tHH tH

weff
tH

−α −α−α− +

= − − −α+



  (8) 

Отметим, что effw  совпадает с известным стандартным выражением 

22
3

1 ( / )effw H H= − −   в предельном переходе 1α→ , но может существенно 

отличаться от него в случае дробной кратности эффективного функционала 
действия (2). Более того, из возможности равенства нулю числителя дроби  
в выражении (8) в некоторый момент времени следует, что модель допускает 
пересечение так называемой фантомной границы 1effw = − . Разумеется, по-

следнее не означает, что в момент пересечения фантомной границы уравне-
ние состояния материи также 1w = − . Следует заметить, что эффективное 
уравнение состояния является динамической характеристикой модели и по-
лучило новое определение в виде формулы (8), а параметр замедления 

 
2

2 2
1

a a H
q

a H
= − = − −




  (9) 

определяется так же, как и в стандартной космологии, являясь кинематиче-
ской характеристикой модели [9]. 

2. Модель с квази-вакуумным состоянием материи: 1w = −  

Приведем пример точного решения для модели в этом случае. Из соот-
ношения (7) следует, что 0( ) consttρ = ρ =  и 0p = −ρ = −ρ , как и в стандартной 
космологии. Тогда оставшиеся независимыми уравнения из системы (4)–(6) 
для параметра Хаббла ( )H t  и космологического члена ( )tΛ  можно перепи-
сать в следующем виде:  

 
2

1 (1 )(2 )
0 ,

2 2
H H

t t

−α −α −α− + =   (10) 

 2
0

1 1
.

3 3
H H

t

−α Λ+ = ρ +   (11) 

Из уравнения (10) легко найти, что параметр Хаббла меняется со вре-
менем по закону  

 
1

2 ,0
C

H H t
t

−α
α= +   (12) 
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где 
(1 )(2 )

(3 )
C

−α −α=α −α ; 0H  – положительная константа интегрирования, из ко-

торого следует следующая зависимость масштабного фактора от времени t :  

 
3

23
exp .0 02

Ca a t H tα
−α −α=   

 
  (13) 

В качестве иллюстрации на рис. 1 приведены графики функций ( )H t  и 

( )a t  для 0,8α = . Эффективный космологический член 0effΛ = Λ +ρ  как 

функцию времени можно найти из уравнения (11) в виде 

1 2
2 1 2
0 0 2

(1 )(7 3 ) 3(1 ) (2 )(5 2 ) 1
3 3 .

(3 ) (3 )eff H t H t
t

+α−−α −α − α −α −α − αΛ = + + ⋅
− α −α

 (14) 

 

 

Рис. 1. Эволюция уравнения состояния effw , параметра замедления q ,  

масштабного фактора a  и параметра Хаббла H  в модели 1w = − .  
Здесь 0,8α = , 0 0,25t =  и 0 0,15H =  

 
Видно, что при переходе к стандартной модели в пределе 1α→  полу-

ченное решение (12)–(14) приводит к известному экспоненциальному закону 

расширения Вселенной: 0 2
0 0 0, , 3H t

effa a e H H H= = Λ = . 

Интересной особенностью полученного решения является то, что со-
гласно формуле (8) и уравнению (10) эффективное уравнение состояния сов-
падает с уравнением состояния материи, т.е. равно 1effw = − , но космологи-

ческий член эволюционирует согласно формуле (14). Еще более значительное 
отличие исследуемой модели от стандартной Λ CDM-модели заключается  
в поведении параметра замедления. Из уравнений (9) и (10) следует, что  
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2

1 (1 )(2 )
( ) 1 .

2( ) 2( )
q t

tH tH

−α −α −α= − − +  

Воспользовавшись явным видом выражения (3 )/2
0tH C H t −α

α= +  из 

решения (12), легко показать, что параметр замедления начинает уменьшать-

ся от значения 1
0 ( 0) 1 0q q t C−α= = = − + >  до нуля в некоторый момент it , ко-

торый просто найти из равенства ( ) 0iq t =  как  

22
(1 )(11 5 ) 33(4 ) (1 )(17 9 ) .0 3

t Hi
− −α − α  −α−α= −α − α − −α 

 

После этого первоначально замедленное расширение сменяется уско-

ренным для всех it t> . В момент времени [ ]2/(3 )
02(2 ) / (3 )dSt H −α= − α −α  

параметр замедления пересекает де Ситтеровский режим 1q = −  и далее до-

стигает своего минимума min 1 [(1 ) / 8(2 )]q = − − −α −α  в момент времени 

больший dSt , а именно 2/(3 )
min 0[(2 )(5 ) / (3 )]t H −α= −α −α −α . Начиная  

с этого момента параметр замедления асимптотически стремится к 1q∞ = −  

из области 1q < − . На рис. 1 представлены зависимости q  и effw  от времени. 

Для стандартной Λ CDM-модели, т.е. при 1α = , находим 0it = , что соответ-

ствует ускоренному расширению для всех моментов времени 0t ≥  с пара-
метром замедления 1q = − . 

3. Модель с уравнением состоянием материи 1w ≠ −  

Получим класс точных решений уравнения (3), предполагая известным 
закон эволюции космологического члена ( )tΛ . Для этой цели выполним сле-

дующие подстановки в уравнение (3):  

0 0ln( / ) exp( );x t t t t x= ⇔ =  

 ( ) ( ),Y t t H t=   (15) 

где 0 0t >  - некоторая константа, в результате чего оно перепишется в виде  

 
2

2 20( ) (9 2 ) ( ) 3 ( ) (1 )(2 ) ( ),
1

xt
Y x Y x Y x e x′ ′− − α + − −α −α = Λ

−α
  (16) 

где штрих означает производную по переменной x . Из вида этого уравнения 
можно предположить, что существует класс решений исследуемой модели, 
для которого космологический член удовлетворяет следующему уравнению:  

 2 2
1 2 3 42

0

1
( ) ( ) ( ) ( )xx e k Y x k Y x k Y x k

t

−− α  ′ ′Λ = + + +  ,  (17) 

где ik  – произвольные константы.  

Действительно, подстановка (17) в уравнение (16) приводит его к виду  
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 2( ) ( ) ( ) ,AY x BY x CY x D′ − + =   (18) 

где коэффициенты равны:  

 1 2 3 41 , 9 2 , 3 , (1 )(2 ) .A k B k C k D k= − = − α + = − = −α −α +   (19) 

Поэтому все модели, в которых космологический член представляется 
через анзац (17), имеют однотипные решения и эволюционируют подобным 
образом. Общее решение уравнения (18) можно записать как  

 
2

21 4
( ) 4 tanh

2 2

B CD
Y x B B CD x

C A

  +  = + +
  

  
,  (20) 

где 2 4 0B CD+ >  и 0C ≠ , а постоянная интегрирования включена в произ-
вольную константу 0t , что всегда можно сделать в силу определения (15).  

Отметим еще одну особенность рассматриваемой модели, связанную  
с особым типом симметрии уравнения (18). Легко убедиться, что функция 

( ) 1 / ( )X x Y x=  удовлетворяет уравнению того же типа, что и уравнение (18)  

с заменой в нем коэффициентов (19) согласно A A→ , B B→− , C D↔  при 

условии , 0C D ≠ , т.е. уравнению вида 2( ) ( ) ( )AX x BX x DX x C′ + + = . Поэто-

му решение для 1( ) ( )X x Y x−=  можно представить в следующем виде:  

 
2

2
0

1 4
( ) 4 tanh ( ) ,

2 2

B CD
X x B B CD x x

D A

  +  = − + + +
  

  
  (21) 

где константа 0x  определяется из соотношения  

0

2 4tanh
2

B CD x
A
+ =

2 4B CD
B
+ . 

После этого можно убедиться, что эффективное уравнение состояния 
(8) может быть просто выражено через найденную функцию ( )X x  из (21)  

в следующем виде:  

 
21 2 (3 ) (1 )(2 )

( ) 1 .
3 1 (1 )

X X X
w xeff X

′ + − α − −α −α= − +
+ −α

  (22) 

Возвращаясь к исходным переменным согласно (15), решение (20) для 
параметра Хаббла может быть представлено как  

 ( )
2

0
1 4

( ) 2 tanh[ ln( / )] , ,
2 2

B CD
H t B n A n t t n

Ct A

+= + =   (23) 

откуда следует выражение для масштабного фактора вида  

 [ ]( ) //2
0 0( ) cosh ln( / ) ,

A CB Ca t a t n t t=   (24) 
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где 0a  – постоянная интегрирования, n∈R . На рис. 2 графически проиллю-
стрированы зависимости ( )H t  и ( )a t , представленные соответственно фор-
мулами (23) и (24). Графики эволюции эффективного уравнения состояния 

( )effw t  для полученного решения приведены на рис. 3. Можно отметить, что 

при определенных значениях коэффициентов уравнения (18), т.е. констант α  
и ik  в формулах (19), возможно позднее ускоренное космологическое расши-

рение и неоднократное пересечение фантомной границы 1effw = − . Именно 

такое поведение Вселенной предполагается по современным астрофизиче-
ским наблюдениям [10, 11].  

 

 

Рис. 2. Эволюция параметра Хаббла (23) и масштабного фактора (24)  
при различных значениях B  и n  (здесь 1A = , 3C =  и 0 2a = ) 

 

Эволюция модели качественно меняется при 2 4 0B CD+ < , что допу-
стимо в силу произвольности констант ik  в определениях (19). Обозначая  

в этом случае чисто мнимый коэффициент 0n in= , где 2
0 | 4 |n CD B= + ∈R , 

мы можем записать для масштабного фактора выражение, аналогичное (24), 

но с заменой [ ] [ ]0 0cosh ln( / ) cos ln( / )n t t n t t→ . Последнее означает, что эво-

люция масштабного фактора приобретает свойство цикличности по логариф-
мической временной переменной 0ln( / )x t t= . Отметим, что эволюция мас-

штабного фактора циклического характера обсуждалась в литературе ранее  
в различных контекстах. 

Наконец, приведем примеры реализации полученных решений с неко-
торыми феноменологическими зависимостями ( )tΛ , имеющими наблюда-

тельное обоснование и широко обсуждаемыми в литературе (см., например, 
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[12, 13]). Для этого перепишем анзац (17) с помощью определений (15) через 
исходные переменные в виде  

 
2

4
1 1 2 32 3

(1 ) ( )
kH H H

k k k k
t tt t

 
Λ = −α + + + + 

  

 .  (25) 

 

 

Рис. 3. Эффективное уравнение состояния effw для случая (a)  

на рис. 2 как функция времени при различных значениях α  
 
Рассмотрим следующие случаи: 
1. Пусть 0ik = , где 1, ..., 4i = . Тогда из (25) следует, что constΛ = .  

В соответствии с определениями (19) и (23) находим 

2
1 1 1 1

1
1, 9 2 , 3, (9 4 ) 24.

2
A B C n= = − α = = − α +  

2. Пусть теперь 1 2 3 0k k k= = =  и 4 2 / (1 )k = − β −α , где β  – произволь-

ная положительная константа. Интегрируя (25), получаем 2( ) /t tΛ = β , где 

постоянная интегрирования положена равной нулю, а из (19) и (23) находим 
следующие значения коэффициентов:  

2
2 2 2 2

1 1
1, 9 2 , 3, (9 4 ) 24 .

2 1
A B C n

− α −β= = − α = = − α +
−α

 

3. Наконец, пусть 1 2 1 3 4/ (1 ), 2 , 0k k k k k= β −β = − = = . Из уравнения 

(25) находим, что ( ) ( / ) ( )t t H tΛ = β , а значения постоянных коэффициентов из 

(19) и (23) даются следующими выражениями:  
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3 3 3
1 2

, 9 2 , 3,
1 1

A B C
−α −β β= = − α − =
−α −α

 

[ ] [ ]2
3

1
(1 )(9 4 ) 2 8(1 ) 3(1 ) .

2(1 )
n = − α − α − β + −α −α −αβ

−α −β
 

Интересно отметить, что параметр 2n  может принимать мнимые значе-

ния при значениях константы связи 2(1 )[(9 4 ) 24] / 24β > − α − α + , что соот-

ветствует случаю циклической эволюции модели, упомянутой выше.  

4. Модель дробного интеграла действия Эйнштейна – Гильберта 

В этом разделе мы представим второй тип космологических моделей, 
получаемых из вариационного принципа для дробного интеграла действия. 
Эти модели основаны на различии в весовых функциях для интегралов дей-
ствия гравитации и материи. Пусть полное действие системы имеет вид 

tot EH mS S Sα α= + , где эффективное действие для материи записывается  

в обычном виде: 3
m mS L Na d t=  , а интеграл действия Эйнштейна – Гильбер-

та имеет то же дробное выражение, что и гравитационная часть интеграла (2):  

 
2 2 2 3

1
2 2 3

0

1 3
( ) .

( ) 8 3

t

EH
a a aa a aN a

S N t d
G N N N

α α− Λ= + − − − τ τ  Γ α π  


  
  (26) 

Из вариационного принципа, примененного к totS  с учетом (26), сле-

дуют следующие основные динамические уравнения:  

 1 2 (1 )
3 3 ;t H H

t
−α − αρ = + − Λ   (27) 

 1 2
2

(1 ) (1 )(2 )
2 3 2 ,t p H H H

t t

−α −α −α −α= − − − − + Λ   (28) 

где мы положили для простоты 8 ( ) 1Gπ Γ α = .  

Замечательной особенностью модели является то, что уравнение нераз-
рывности записывается в обычном виде 

 3 ( ) 0,H pρ + ρ + =   (29) 

выражая собой стандартный закон сохранения энергии для идеальной жидко-
сти такой же, как и в космологии общей теории относительности.  

Можно показать, что из уравнений (27) и (28) в случае 1α ≠  следует 
уравнение неразрывности (29), если только выполняется равенство  

 ( )
2

1(2 )
2 ,

3(1 )

t d
H H t

t dt

−α
α−− α− = Λ

−α
   (30) 

записанное после деления на ненулевой множитель (1 )−α .  
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Можно заметить, что в пределе 1α =  из уравнения (30) вновь следует 
постоянство космологического члена: constΛ = . Используя уравнения (27) и 
(28), можно найти уравнение состояния материи в следующем виде:  

 

(1 )(2 )1
2 2( ) 22 2( )

1 .
13 1
( ) 23

m

H
tHp H tH

w

tH H

−α −α−α− +

= = − − −α Λρ + −



  (31) 

Легко найти, что для квазивакуумного состояния материи при 1mw = −  

из (31) следует уравнение, совпадающее с уравнением (10) в модели первого 
типа. Поэтому решения для ( )H t  и ( )a t  в этом случае совпадают с решения-

ми (12), (13) для соответствующей модели первого типа. Отличие состоит 
только в том, что космологический член согласно (28) представляется правой 

частью уравнения (14) за вычетом слагаемого 1
0t −αρ , медленно возрастаю-

щего со временем при α , близких к 1. Интересно, что при условии 2
0 03Hρ =  

космологический член содержит только убывающие со временем члены, что 
согласуется с результатами наблюдений. 

 Рассмотрим далее случай 1mw ≠ − . Воспользовавшись определениями 

(15), можно переписать уравнение (30) в виде  

 ( )2
0 (3 ) (1 )(5 2 ) ,

3(1 )

t x xY Y e e
′− α − −α′ − − α = Λ

−α
  (32) 

где штрих означает производную по переменной x .  
Очевидно, что существует класс решений исследуемой модели, для ко-

торого космологический член удовлетворяет следующему уравнению:  

 ( ) ( )1 2 32
0

3(1 )(1 ) ( 3)( ) ( ) ( ) ,x xe x e c Y x c Y x c
t

′ − α− −α α − ′Λ = + +   (33) 

где ic  – произвольные константы. Подстановка (33) в уравнение (32) приво-

дит последнее к виду  

 ( ) ( ) ,KY x LY x M′ − =   (34) 

где коэффициенты равны:  

 1 2 31 , 5 2 , .K c L c M c= − = − α + =   (35) 

Не представляет труда найти общее решение уравнения (34): 

( )( ) const expM LY x x
L K

= − + ⋅  , что позволяет записать для параметра Хаббла 

выражение  

 /01
( ) ,L KH L M

H t t
t K L
 = ⋅ ⋅ −  

  (36) 

где введена новая константа интегрирования 0H .  



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 144

Отсюда следует закон эволюции масштабного фактора вида 

 { }/ /
0 0( ) expM L L Ka t a t H t−= .  (37) 

В качестве примеров рассмотрим три случая значений констант ic   

в формуле (33), предварительно записав ее в исходных переменных согласно 
(15):  

 ( ) 2
1 1 2 3

1 4( ) 3(1 ) ( ) ( ) ( )
d

t t t c t H t c c tH t c
dt

α − α −  Λ = −α + + + 
 .  (38) 

1. Пусть все 0ic = . Из уравнения (38) следует 0
1t − αΛ = Λ , где 0 0Λ >  

суть постоянная интегрирования. Согласно формулам (35) имеем для коэф-
фициентов в решении (36) и (37): 1, 5 2 , 0K L M= = − α =  . 

2. Пусть 1 2 0c c= =  и 3 (3 ) / 3(1 ) 0c = −β −α −α < , где 0β >  суть посто-

янный параметр. Интегрируя уравнение (38) и полагая постоянную интегри-
рования равной нулю, имеем известное выражение для закона эволюции кос-

мологического члена: 2/ tΛ = β . 

3. Пусть 1 2 1/ 3(1 ), (3 )c c c= β −α = − −α  и 3 0c = , где 0β >  суть посто-

янный параметр. Интегрируя уравнение (38) и полагая постоянную интегри-
рования равной нулю, имеем другое известное выражение для закона эволю-
ции космологического члена: ( / ) ( )t H tΛ = β . 

Можно убедиться, что во всех этих случаях уравнение состояния мате-
рии (31) зависит от времени. Для исследования поведения модели в случае 
фиксированного уравнения состояния constmw =  удобно переписать уравне-

ния (31) относительно параметра Хаббла в виде  

 2
2

(1 ) (1 )(2 )
2 3(1 ) (2 3 ) (1 ) .m m mH w H w H w

t t

−α −α −α+ + + + + = + Λ   (39) 

При этом решение уравнения (29) можно записать в стандартном виде 

( )3 1
0

mw
a
− +

ρ = ρ , а уравнение (30) все еще имеет силу, обеспечивая вывод 

уравнения (29) из системы (27)–(28). Подстановка Λ  из уравнения (39)  
в уравнение (30) приводит к следующему уравнению для параметра Хаббла:  

2 6(1 ) 3(1 ) (1 )(2 )(1 2 )m m
H

tH w tHH H w
t

+ + − −α − −α −α + −    

 2
2

1
3(1 )(1 ) (1 )(2 )(3 ) 0.mw H

t
− + −α − −α −α −α =   (40) 

Можно указать точные аналитические решения этого уравнения лишь 
для некоторых частных значений mw  и α  или получить решения численными 

методами. Надо помнить при этом, что порядок уравнения был повышен при 
подстановке Λ  из (39) в уравнение (30) и, следовательно, могли появляться 
решения, не удовлетворяющие исходные уравнения. Поэтому решения уравне-
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ния (40) должны быть подставлены одновременно с 3(1 )
0

mwa− +ρ = ρ  в систему 

(27)–(28) для должного отбора констант интегрирования. Такая задача пред-
ставляет определенный интерес и она будет рассмотрена в отдельной работе. 

Заключение 

Таким образом, в работе получен ряд точных решений для двух типов 
космологических моделей, построенных из вариационного принципа для 
дробного функционала действия в [1] в приложении либо к полной системе 
гравитационных и материальных полей, либо только к гравитации. Решение 
динамических уравнений моделей найдены из предположения о вакуум-
подобном состоянии материи, заполняющей Вселенную, и исходя из доста-
точно общих предположений для эволюции космологического члена. В лю-
бом случае поведение моделей демонстрирует их значительное отличие от 
соответствующих стандартных моделей, что, очевидно, является следствием 
дробности функционалов действия и, возможно, фрактальной природы про-
странства-времени (см., например, [5, 6]). 

Особенно привлекательной, на наш взгляд, является та особенность по-
лученных решений, что эффективное уравнение состояния, определенное  
в работе формулами (8), способно пересекать фантомную границу, как то 
диктуется современными астрофизическими наблюдениями. Отметим, что  
в стандартной космологии с единственным источником такое пересечение 
невозможно (так называемая «No-Go»-теорема). Кроме того, при определен-
ных условиях существуют модели, способные совершать циклическую эво-
люцию, также привлекающую внимание исследователей в последнее время. 
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